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62101 Lineare Abbildungen von Vektorraumen

Vorwort

Vorausgesetzt werden Grundkenntnisse Uber Vektoren, lineare Abhangigkeit, Dimension und Basis.

Diese kann man im Text 61101 nachlesen.

Hinweis: Der in 1.3 angesprochene Basiswechsel wird in 62150 ausfluhrlicher behandelt.

Die Berechnung und Bedeutung von Eigenvektoren (Abschnitt 2)

ist Inhalt des Textes 62160
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1 Abbildungen im R2
1.1 Grundlage: Lineare Abbildung im R?

Es seien V und W zwei reelle Vektorrdume und f eine Abbildung V —> W .

Dann heif3t f linear, wenn gilt:

(L1) f(ra)=r-f(u) firalle reR und alle eV
(L2) fa+v)="F(U)+f(v) firalle u,veV.
Hinweis. Man kann (L1) und (L2) zu einer Forderung zus~~ " ~sen:

f(ri+sv)=r-f(i)+s-f(V)

Eine lineare Abbildung hei3t auch Homomorphismus

Einfilhrung im R?:
2

Essei E={é,;€,} eine Basisder R* und B={a 1, ™meneu.  “isdes ™

Dann gilt fir jeden Vektor X =x,-€,+X, €, = (:;)

Verwendet man dieselben Koordin- v~ als Koordi  ten fli neue Basis B,

dann ist die Zuordnung: (X‘J —f,\ “] e Tkt bzw. Abbildung des R? auf sich.
JE

Zahlenbeispiel:

Gegeben seien X d,,j , )7:( und die linear .i1abhangigen Vektoren
E

“Je

a, = (D 2 {_.1), diec SasisBdes  oilden.

G- senseinuna ‘nktion . (;() = X3, + X,3,.
A . X)) 1 -1 X, = X, — X,
. ausfilhrliche Darste g ist f([xz D = x, (1) %, ( . j - {22 e
Oderin, ‘xschre’’ .ise: f()_{) _ 1-1) (X,
' 14 )\ x,

und von y = @j berechnen:

Damit kann mar. das Bild von x = (_32)
E

E

st (3]G
N (P RER
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Die Eigenschaft der Linearitat hilft uns beim Abbilden von Vektorsummen:

1. Moglichkeit: Man kann das Bild einer Summe x+y auf zwei Arten berechnen:

o ten-((2)-E)-(E)-0 D23
Oderso:  (2) f(f<+y):f(f<)+f(9)=(f’5j+(£g:(127j

In (1) wurden die Vektoren x und y zuerst addiert und dann die Summe abgebildet,

In (2) wurden die Vektoren x und y zuerst abgebildet und dann die Bilder addiert.

Im Schema: (—I_ f(z(3j _f f(i)=(5j
-3 oG |

2. Moglichkeit: Man kann das Bild eines Vielfachen r au ‘i Arten berechnen:
o\ 3)) . N1 -1 4) (. 16)_(40
o e (3 e ()

Oderso:  (2) f(8:X)=8-f’ :8'(5j:k-4\

b7

In (1) wurden die Vektorer . zuerst mit £ ltipliziert .~ Yann abgebildet,

In (2) wurde der Vektor .  =rstabr .det und dann mit 8 multipliziert.

Im Schema: X '\ W f(X) :( 55j
| - \l, 8
24 f - 40 -
8- (_16) — f(8-x):(_40)=8~f(x)
Allgeme
Zeige,. ~die Abb’ .ng f(X)=x,3, +X,8, eine lineare Abbildung des R? auf R? ist.]
Die Losung dieser ¢ .ellten Aufgabe ist die allgemeine Lésung des gezeigten Beispiels:

(1)  Abbildung der Summe X+Y:

f(§<+y)=f[(x1 Y D:(x1 +Yq) A+ (X + Y, )8, = (X84 + X8, ) + (V434 + Y285 )

X2 Y2
Abbildung der Summe f(X] f(YJ
Summe der Bilder

(2)  Abbildung des r-fachen r-x:

f(r-i):f[(rr:;nzm ‘841X, 8, =T+ (X, -8+ X, -8,) =r-f(1)

r—faches vom Bild

Bild des r—fachen

Damit sind die Linearitatseigenschaften nachgewiesen.
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Schreibweisen:

Die Vektorgleichung y = X,8, + X,a, kann man als System von linearen Gleichungen
schreiben: {y1 = X8y X8, } (1)
Yo = Xq@p1 + X389

In Matrixform: (y1):[a11 a12)[X1j & y=AX
Y2 831 8 )\ Xy

Das System (1) erklart auch, wie man die Matrizengleichung auszurechnen hat.

Beispiel 1: f(X)= (_21 ?))‘( ist dasselbe wie {zl 12_):(111?)’::2} Sy=X ( 24\ + X, G’) ]
=92

posiangvon 5-(2)- 1((2))-(2 3)2)- 5535,

|
—
- W
N—
VO
O -
Ne—
Il
|
4
+
Il

\\ 2
7 _1}-
- 3) Oj 2.6 31\ .
(- 2055 -
Merke: Die in der Abbildungsmat .tehende. raltenve ~n 1d die Bilder der Basisvektoren:

(311 AJFJZ(?”] ur ‘ay, 312JL\)):(312J
2  ay )\0 ) «ag )\1 a,,

(EineAbbiIdu. (% ) Laﬂ A (v bzw. f(X)=AX heilt regular,

ay ap )
we  ‘ieDete. an*  _r Abbildungsmatrix ungleich O ist.

L Eine1 ildare Avbildung kann man umkehren:

Zu Beispie. Gegeben < idurch f(X)= (2 3))( bzw. {f =2x +3X2}
—1 1 X2 — _X1 + X2

N .1aben wir berechnet: f(@D = (139)

Dies wollen wir rlickgéngig machen, d.h. wir suchen den Vektor X, fiir den gilt f(f() = (139j .

1. Methode: Eliminationsverfahren: 2% +3%, =19 ™
X+ X, =3 (2)
Elimination von x; durch (1)+2-(2): 5x, =25 = x,=5
Einsetzen in (2): -X,+5=3 = x,=2
Ergebnis: X = @J

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2. Methode: Umstellung der Matrixgleichung: y=A-X (3)
Allgemeine Losungshinweise fir diese Matrixgleichung.

( Sehr ausfuhrlich:  Man multipliziert die Gleichung von links mit der inversen Matrix AT

< Anwendung des Assoziativgesetzes rechts: ATy =(A -A) X
-1 1 0 . 1 = =
Wegen A" -A=E= 0 1) A" -y=E-X
kWegen E-Xx=X: Ay =X (4)

Mit ein wenig Routine wird man die Zwischenschritte weglasse: «d direkt nac  \ die

Lésungsformel (4) anschreiben.

Hinweis: Weil die Multiplikation von Matrizen nicht kommutativi muss man unbeding n links
multiplizieren. Details dazu findetmanim ™ 62101, =227, im Text621 Seite 34

~

fur die Berechnung der inversen Matrix Tex. - Seite -

WISSEN: | Die inverse Matrix zu einer 2x2-Matrix berecht ma. - (Text 62010 S. 30)

a b} : 1 (d -b
Aus A= folg. — 5
u ( c gl ™ol ol j (5)
Nun die LOsung der Matrixr .nung 2 (19
11, '3
Fur die Berechnung der. senMa*  on [_21 :ﬂ benétigt man zuerst ihre Determinante:
2 3
o —‘_1 1‘:2.1—(—1).3=2+3=5
y _ 2 3y 1(1 -3 (¢ -2
Dam Jt nach (5): (_1 1) _E'[1 2j_[% 2
-1
Jetzt endlict, Ldsungsvek X = (_21 :1)’] (139)

d. h. ;(:(% ‘Z%J.(W):(E‘a:(ﬂ
z 5)\3) \B+2) &

Fir spatere Untersuchungen muss man noch lernen, was der Kern einer Abbildung sein soll.

Unter dem Kern einer Abbildung versteht man die Menge der Vektoren,
deren Bild der Nullvektor ist: Ker(f)={x| A-X =0}

Wenn man die inverse Matrix schon hat, geht es damit am schnellsten:
1 3

5 ~5|(0 0 . 0

g %SJ(Oj = (0] Hier ist also Ker(f) = {(Oj}

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.2 Erstellen einer Abbildungsmatrix aus einer Zuordnung

Oft sind Abbildungen als Zuordnungen gegeben. Daraus kann man eine Abbildungsmatrix bilden:

@ f: R? - R? durch (X1)—>[2X1 ‘5"2)
X, —X; +2X,

o () (G (A - a5

Beispiel: i:(‘f) R {?2::2_'((_—33’))+—25"22:7—16} . f(i):(—;e)

i i s [2 -5)(-3)_(-6- M

oder mit der Matrix: f(x)_(_1 2)(2)_( 4 )7
L \ X, Xy + X,
b) f: R* >R durch s 2X4 — X,
2 X, + 2X,

1
Also ist: [2] + X, —1} = [
2

Beispiel: X = f( j 1 (quz(iﬂ W:L?

SR X4

_— . (1 (0)y_(110
Also ist: f[xzw_ \OJJFXZ [1j+x3 (J_(O 1 J[XZJ
X3 X3

N 11
! 711)
1 1 1
- 1710 1+0+0 1
Bei. Y X = 0} fl| O :( ) 0 :E ):( j
[_5 {—5} 011 {—5} 0+0-5 -5

X4 2X, — X4 2x,
d  f:RPSR G a x| X+2x; |=| 0 |+ x2 + 2x3 = X,
X5 Xq + Xy + Xg X,
x) (2 0 -1\ 2
Also ist: fix,|=]10 1 2| x, = A=|0
1
1 20 -1 (1 2+0-3 -
Beispiel: x=|2| = f(X)=|01 2|-|2|=|0+2+6 8
3 111 3 1+2+3 6

- ON
Ne—
+
/ﬁ\
;/
S
x
w
VO
_\I\)L
Ne—

- O
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e) f:R*>SR durch | 72 | > X, + X, + X5 + X,

Das Ergebnis ist eine reelle Zahl.
Zur Erzeugung einer Matrix sollte man das Ergebnis als Skalarprodukt deuten:

X1 X4

Alsoist: |72 [=(1111). 2 = A=(1111)
X3 X3
X4 X4

(Die Matrix ist hier offenkundig nur eine Formsache. Hier wird sie ke* ~venden ©.

Beispiel: f 1 =2+1-4+6=5

-4
6
X4 X, X ‘ \ ( 0
f) f: R* > R* durch | 2 | - X 4%, X Ixp 0 0
' X3 Xy + X~ + Xg X4 X, 0
X4 X'I +X X4 X1 3 k/\\ X4
X (1 0 N © 00 0) (%
also f X =X + X, - 1 + X, - - 0 _ 100 ) X5
X3 I R 01711 10]|]x,
x, .U ‘ IR A b
=A

Beisr’ . =

oo [rwemor st (()-(5 (20 ()4

Warum - aicht linear?

Lésung: Esist . 3'J+(54j:@)
p _

vt ()2 () (%) -2 (365

Das widerspricht aber der Angabe f((gD = (4j .

Also kann f nicht linear sein.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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h) | Gegeben ist die lineare Abbildung f: R? — R? durch f(( X4 D :( 2X3 =%, j
X, 2x, —4x,

Bestimme Bild und Kern von f, ihre Dimension und eine Basis.

Losung:

Es ist f((;‘; D ~ (2%, - xz).[jzj .

Daher ist das Bild von f:  Bild(f) = szﬂ mit der Dimension 1.

Da dim(Rz):Z = dim(Ker(f))) =1

i) /f R? — R? sei eine lineare Abbildung mit folgenden Eigens  iften:
M f(X)=x (2 f(x)=-% )  f(f(x))

Zeige: In R? gibt es eine Basis B = {51, 52} mit fo. -Eigen.

_ (4)  f(b;)=b, und (5) f(b,)=-b,. Y,

Losung:
Dazu wahle man einen Vektr X, e R* . defin.
=X (%) U S =X =t
Hinweis:  Wege  x)#-X ist -6, undwe  f(X)=X ist b, #6.
Berechnung der Bilder. J=fXHF (X (%) +(F(Xy)) = F (%) + % =Dy
f(b,)- ~f (%)) = (%)~ F(f(%)) = F(x,) — % = b,
X b
Be  dass B= {51, b. ine Basis des R? ist.
A .nme: b, =k-b, (6)
Dann folgt: f(by) =f(k-b, ) =k-f(b,)
Das heilt aber b, =k- (—52) (7)
(6) + (7): 2b,=6 = b,=0.

Das ist ein Widerspruch, also ist die Annahme falsch, also sind 51 und 52 linear unabhangig.

Ergebnis: B= {51, 62} ist eine Basis von [1 2

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Zahlenbeispiel:

f(>‘<):[_21 _32}2 hat die Eigenschaft: f(f(x))= 2 3}(2 3)2:(4‘3 6‘6}*(:(1 Oji.

cssei <[] ooz =((3))-(2 5)3)-(20%) (%)
petnions By =%, +1(x) = 3+ § )~}
a 1(5)=( % 55157055
5=t~ 5o (7
wa 1(5,)=(% 5177 4)5)-

Und da b, =k-b, sind sie linear unabhangig und bilden ~ ~e Basis 2.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.3 Basiswechsel im Vektorraum stellt eine lineare Abbildung dar
GroRe Hinfuhrungsaufgabe
Gegeben sei eine Abbildung f des reellen Vektorraums R? auf sich mit der Standardbasis

E:{é1 :[:)J’ 8, :[?)} durch f()"()=[x1 ;szj bzgl. E.

a) [Nachweis, dass f eine lineare Abbildung ist: ]

0 (452 ()

X, 2

X+y)= (X1 Y1) +2(X; +Y,)
@ f( y)[ (X2 +Y2) j fx+y)= V+f(

<i
~—~—

_ - X, +2X +2 X +VY, +2X, +
f(x)+f(y):( 1 . 2]_{)’1 yZYZj:( 1 y§(2+y§ )

N
b) [Wir bestimmen die Abbildungsgleichung von f. J

. X ) _ (X +2%) _ (1 .\—12~A1
Zerlegungsmethode: f(xzj_( X, j—x1 (0/ X2 - '(0 1J szJ

Basismethode: Man berechnet . . “dvektoren r Stanu  Hasis:
““
fr =f ! e \ une o =f 0 = 2
/ 0 . 1 1)
- . . - - . ~ - 1 2
Weil f linear ist, gilt f(X)=f(x 3 +x,-€, v -f(€)+x,-f(&)=x- 0l %
. . = 2  2) -
als Matrixgleichung. f(x, kO 1) - Xg
(Der Index E sagt hier, dass a. dinaten sic h av* sasis E beziehen!)

Die'! _.osung. Yt darin, s veil, dass

~  .aden Spaltende  bildung.  .ix die Bildvektoren der Basis stehen.

c) [B\ “ne den Kern der )bildung f.]

WISSEI.  Unter d- <ern einer Abbildung versteht man die Vektoren, die auf den

.«or abgebildet werden, also Lésung der Gleichung A-X =0 sind.

] 2 1. (0 2x,+1-x, =0 ™
Ansatz: (_1 Oj x_(o) = {—x1+0~x2=0} 2)

Aus (2) folgt: x, =0. Setzt man das in (1) ein, erhdlt man x, = 0.

Der einzige Vektor, der also den Kern von f bildet, ist der Nullvektor 0 = (8)

Man schreibt das dann so auf: Ker(f) = {(8)}

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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d) [Zeige, dass B= {61 - Gj , b, = (1_1j } auch eine Basis von V ist, }
E E

WISSEN: [ Eine Menge von Vektoren bildet eine Basis eines Vektorraums wenn sie
(1) linear unabhangig sind und

(2) ihre Anzahl gleich der Dimension des Vektorraums ist.

Lésung: det(51,62) - H —11‘ =1+2=2=0, alsosind b, und b, linear unabhangig.

Die Dimension von V ist 2, also bilden b, und b, eine Basis von V.

e) Wie lautet die Abbildungsgleichung von f, wenn man B als Ba  zugrunde legt”

/ Einschub: Wie fiihrt man einen Basiswechs +urch? \
. ~ 1 ~ 0 . , : .
Es sei E=<e = , €, = die Stan. '« is(kan.  “he Basis)
0 E 1 E
und B= {51 = G] , b, = [1_1\ l eine neue B. sim .  orraum R?.
E
Die Koordinaten eines Vektors sin.  me, “neffiz ten fur die Basisvektoren:
Daher bedeutet X = [~ )" X€,+X,e, sichtlich.  .sisE (1)
-JE
und = [y1J =y~ y,b, hinsi. °hder Basis B (2)
y2 B
Xg und Xg sollender. ~' orsein: xg .
Dann mr- " (2)die . ‘svektorer .idie Basis E umrechnen:

e e 1 (1 -1y,
™1 4 1 1E 2 1 c 1 1 y2 .

Die Ma.  '=ichung: Xg = EI regelt die Transformation B - E.

Wir suchen ). hdie Berec’ .ngvon Xg aus X .

Dazumuss man.  '9* eichung nach Xz umstellen. Das geschieht, indem man die

Transformationsgleichung von links mit der inversen Matrix B multipliziert. Dann entsteht:
B Xz =B -B-Xg =E-Xg = Xg -

Fiir die Transformation E —»B giltalso: |x; =B™"- X

WISSEN: | Die inverse Matrix zu einer 2x2-Matrix berechnet man so: (Text 62010 S. 30)
Aus A-[2 P folgt A= 1 [(d
c d det(A) \-c a

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Wie erstellt man eine Abbildungsgleichung hinsichtlich einer Basis B?
Ich zeige zuerst an einem Beispiel die Methode:

Gegeben sei x5 (also bzgl. der Basis B): X = ﬁ’j dhx=3-b,+1b,.
B

(1) Transformation in die Basis E: Xz =B-Xg =3-b,+1-b, = G ]
(2)  Jetzt Abbildung durch f: f(xe)=A-% =| |} 2] [?] = f hinsichtiich
- - 0 1 E 4 E 4 Basis B

(3) Transformation in die Basis B.

" _ 1 1 - ~ 1 1NV~ (14 7
1_1 . _n-1 _ _
Dazu bendtigt man B~ = 5(_1 1) o f(Xg) =B f(Xe) = %(_1 < JB = (_3}8

gﬁhrt man dieselbe Rechnung allgemein durch, erhdlt man die obildungsmatrix ve  bzgl. B:\

Gegeben sei Xg = (y1] :
Y2 )
(1)  Transformation in die Basis E: Xg =B Xg
(2)  Jetzt Abbildung durch f: f(Xe)=A-%Xc - \'B
(3)  Transformation in die Basis B. ‘=B f(xe, BTA Y
. ) AL

¥

Ergebnis:  Die AbbildunginBge ‘ehtmit.  -ansfoi.. ~n  bildungsmatrix T:

" T-b v Y

1 1) 2) (1 -1 T 3)(1 -1 4 2 2 1
i N l . :i. . :lu =
Rechnen wir nach: ﬁ(_1 0 1) (1 1W > k—" _J (1 1] > (_2 0] (_1 Oj
, - Sy - (21 Ly (7
Abbildung in P f(Xg)= s _[_1 . UJB = (_JB
Rect  chema Xg 3] ——— e, XE:B-RB=(1 _1j(3j:(2j
5 1 1)1 4)c
|
fmit T ifmitA
% 12y (2) (10
<, [00=a (o 5] 0] ()
Bildvektoren: f\’~/:T'RB:(21 (1)@]{72] & - =0 1 4 L4
- ~“/B

Beispiel nachste Seite.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Man kann das kontrollieren:
Erinnern Sie sich, dass die Abbildungsmatrix A die Bilder der Basisvektoren €, und &, enthalt?

Das ist hier mit der Matrix T genauso. Berechnet man die Bilder von b, und b, in E:

f51 =f ! = 3 und f(b,)=f - = 1 und transformiert diese wieder zurlick nach B,
1 1) 2 1 1)

dann erhalt man f(51):%(_11 D(?)E :[_ZJB und f(Bz)z%(j1 HGJE :[SJB.

Und genau diese beiden Vektoren stehen in der Abbildungsmatrix T.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 3

Gegeben ist die Abbildung : R? — R? mit f(iE)=(’2‘;(_+X; ] bzgl. E:{é1 :@, 6, :@}
1 2 JE

a) [ Bestimme die Abbildungsgleichung von f. ]

Entweder so: f(Xz)= (;;:rizj =X (;j Xz (_11) = G _11) ' ())((;j

Oder durch Berechnung der Bildvektoren der Standardbasis:

@)= ((3),)-(320)-(3), wne wte=((5), -6

("

Aligemein:  f(X)=f(x,-& +x,-€,)=x,-f(&)+x,-f(&)=x,- ) .—x2~k1 )

, . ) < 1 -1) ¢
Als Matrixgleichung: f(Xe)= (2 1 )'XE
Kurzlésung: Man schreibt die Bildvektoren der Basisve  ren in die Matrix.

62=(21J}aucheu E vonV, )
~VE

b) ‘ Zeige, dass B = {61 :(_11] :
E
-

1 2

det(51,6?\ ‘:1—2: 120

Also sind b, und b, linear un- ~hangig .  hilde. Ras von V, weil V die Dimension 2 hat.

~

| Wie lautet die Abbilduno-  «chungvonf,w. manBais . sis zugrunde legt?

N J

Hier bendtigt man @°  echnung air  2ispiel 1, . ~an auf Seite 8 nachlesen kann:

Gegeben sel X
(1)  Transformation in asis E: £ =B-Xg
(2) .zt Abo..  durch f(Xe)=A-Xg =A-B-Xg
Transformation ‘e Basis . . f(Xg)=B"-f(Xc)=B'-A-B-Xg
T
Er,, ‘s: Die Abbildt  smatrix ist T=B'-A-B
. 1 -1 (-1 2 q_1(-1 -2y (12
Rechnung dazu: _Lz 1}, B_(1 _1) = B __1E_1 _1)_(1 1)
. . (1 2) 1 -1\(-1 2) (5 1)1 2) (49
Abbildungsmatrix: T_(1 1)[2 1)(1 —J_(S 0}(1 _J—(_?’ 6}
- - 5 BoE - - -1 2\(5 -3
: — —_— N Pl . = =
Beispielvektor Xg [JB — Xg =B-Xg (1 _1][1) (415
fmit T f mit A
wan (1L
4 9Y(5) (—11) _8oE 2 T4k \2)
Bildvektoren: f(xg)=T X5 = = P — 1 211 7
BON 9% BB (%) =B-f(xg) =] e
E) ™ B) ™ -
1 -1 -9 -2
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